mesurable en x et on étudie F(t) := [, f e
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(X, A, 1) est un espace mesuré et E un espace métrique. On considere f: Ex X — C
ft, x)du(x).

. Etude de la régularité. —
. Continuité. —

— Théoréme de continuité des intégrales & parameétre : Si f(., z) est presque siirement
continue en t, et si pour tout K compact de E on a une fonction g intégrable telle
que |f(t,2)] < |g(z)| sur K x E, alors F est continue sur E.

Rem : C’est une application du théoreme de convergence dominée.

Ex : Pour f : [a,b] = C continue, f; f(z)dz est continue en t.

Ex : La fonction T : z — f0+°° x*~te~*dx est continue sur {Re(z) > 0}.

— App : Dans le cas ou X = N et ou u est la mesure de comptage, on obtient le
théoreme de contlnulte des séries de fonctions continues.

Contre-ex : F(t fo e~ ®dx n’est pas continue en 0.

. Dérivabilité. —

— Théoreme de dérivabilité des intégrales a parameétre : Ici, E =I intervalle de R. Si
f (., ) est presque slirement dérivable en t, si f(,.) est intégrable pour tout t, et
si pour tout K compact de E on a une fonction g intégrable telle que \%(txﬂ <
lg(x )\ sur K x E, alors F bien définie sur I et dérivable sur I, de dérivée F'(t) =
« (. 2)duz).

— Rem : Ce résultat se généralise au cas D* et CF.

— Ex : La fonction I' : 2z + f;oo 2 le7*dx est de classe C™ sur ]0, +o0].

— App : Dans le cas ou X = N et ou p est la mesure de comptage, on obtient le
théoréme de continuité des séries de fonctions continues.

— Contre-exemple.

— Ex: f+oo m e~ *dx = artcan(x)

— Ex: Formule sommatmre de Poisson : Soit f de classe C* telle telle que f(x)
et f'(z) = O(3).
Alors la fonction S(t) = 321

et la fonction f*(n) = [, f(:r).e’%”"wdx est bien définie, et ’on a :
S(t) — é :10:0700 f* (n)ei'rn27rt

— Corollaire du Gourdon.
Ex : La fonction F(t) = 1 [ cos(tsin(z))dz est une solution de I'équation de Bessel

y"' () +y'(t) + zy(t) = 0.
. Holomorphie. —

= 0(%)

f(t+n) est bien définie, continue, et 1-périodique,

— Théoreme d’holomorphie des intégrales a parametres : Ici, E = ouvert de C. Si
f(., x) est presque stirement holomorphe en t, si f(t,.) est intégrable pour tout t, et si

pour tout K compact de E on a une fonction g intégrable telle que |%(t, x)| < |g(z)|
sur K x F, alors F' bien définie sur I et holomorphe sur I.

— Ex : La fonction I' : 2 f0+°° 2"~ e=*dz est holomorphe sur {Re(z) > 0}.

— Contre-exemple.

— Dev : Formule des compléments :
I'z)T'(1—z2)=—=

sin(m.z) "

Pour tout z tel que 0 < Re(z) < 1, on a :

Ainsi, la fonction g : 2 = 2. F(l -y définie sur {2 tq Re(z) > 1} —{-n,n € N}
est analytique et coincide avec ' sur {z tq 0 < Re(z) < 1}.

Cela permet de prolonger I' analytiquement & C — {—n,n € N}.

. Convolution. —

. Convolution et régularisation. —

— Def : Pour f,g : R — C mesurables positives, on définit f * g(z fR
Y)A(y) € [0, +oc].
— Pro : Si ces quantités sont finies, ona fxg=gx* fet fx(g*xh)=((f*g)=*h)
— Inégalité de Young pour la convolution : Pour 1 = % + % et feLP ge L9 on a
£ gl < 15 l-lgl-
— Rem : On peut aussi convoler f € L}, (R) avec g € L™ (R).
— Pro : L' muni de * est donc une K-algebre commutative.
— Pro : L' ne posséde pas d’unité.
— Pour % + % =1, fe€LP, ge LY f=xg est continue sur R.

. Approzimations de l'unité. —

— Def : Approximation de I'unité :
Iunité si : [, fn(x)d
lambda(z) =1, si f, > 0, et si Ve, f\w\>5 fn(x)dA(z) =, 0.
— Ex: Pour f(z) = -4, fu(2) = 7= f(nx) est une approximation de I'unité.
— Pro : Pour (f,), approximation de I'unité et g € L', f,, * g =L g
Si f, € L9, cela est aussi vrai pour g € LP avec p =

Une suite (fy), est appelée approximation de

q—1"°

— Pro : Régularisation par convolution : Pour f de classe C* dans L? et g € L9 avec
q = p%v alors f * g est de classe C* par théoréme de dérivation des intégrales a
parametres. La régularité de la convolée ne porte que sur la régularité d'un seul
terme.

— Cor : C2 est dense dans LP. (On convole une suite approchant f avec une approxi-
mation de l'unité qui soit C¢°)

— Def: T:=R/27Z, e,(t) = e, Dy = ZnszN en,Fy = ﬁ Yomeo D

— Dev : Théoréme de Féjer : La suite des Fy est une approximation de l'unité et
Fyxf=% Z Sn(f) converge uniformément vers f pour tout f 27 — périodique
continue.

Si f admet juste une limite & droite et & gauche en tout point, alors Fy * f(z) —x
%(f(ﬁ') + f(z7)) ponctuellement.



— App : La famille des (e, )nez est une base Hilbertienne de L?(T) I'espace des classes
de fonctions 2m-périodiques et de carré intégrable.

— Théoréme de Dirichlet : Si f est C° et C' par morceaux, alors la série de Fourier
de f converge uniformément vers f. Si f est juste C' par morceaux, alors la série de
Fourier de f converge uniformément vers « — 1(f(z*) + f(z7)).

— Dev : Equation de la chaleur sur le cercle : Pour ug € L?(R/27Z), I'équation
différentielle Oyu — 9,(0,u) = 0 sur ]0,4+00[xR/27Z admet une unique solution
f de classe C? telle que f(t,.) —¢ 0+ ug dans L?(R/27Z) de la forme f(x,t) =

(uo * Ky) () pour Ky(z) =3, oy e~mteine,

. Transformations de Fourier et de Laplace. —

. Transformation de Fourier. —

— Def : Pour f € L*(R), f( = [pe ™ f(y
— Pro: f est umformement contlnue et bornee par || f.]1-
— Thm : f(z) — 0 quand z — +oo. (Démontré avec la densité des fonctions C)

— Pro: On a m = f@ La transformée de Fourier linéarise la convolution.

— Pro: Si a:kf(a:)eLl,onaf( ) € CF, avec fk) D)k [ e ™Vyk fy)dy

— Pro: Si f, f' € L, alors f'(z) = —ixf(x)

— Pro : Théoréme d’inversion de Fourier : La transformée de Fourier est une bijection
bicontinue sur S(R), et on peut calculer son inverse.

— Rem : Ainsi, la transformée de Fourier est injective sur L!.

— App : Les polyndémes orthogonaux.

— Def : Fonction caractéristique ® x d’une v.a. réelle X. R

— Pro : Si X est de densité dPx (z) = f(x)dx alors ®x = f.

— Pro : L’injectivité de la transformée de Fourier implique que ®x caractérise la loi
de X.

— Pro: Si X admet un moment d’ordre k, alors ® x est de classe C*. Réciproquement,
si @y est de classe C*, alors X admet un moment d’ordre 2| % |.

— Théoréme de Lévy : Une suite de v.a rélles (X,,), converge en loi vers une v.a. X
ssi @x, converge simplement vers ®x.

— App : Théoréeme Central de la limite.

— Ex : Fonctions caractéristiques de v.a. classiques.

. Transformation de Laplace. —

— Pommellet, Madeére : Des choses sur la transformation de Laplace hors probabilités.

— Def : Transformation de Laplace. (Barbe, Ledoux)

— Ex:

— Pro : La transformée de Laplace de X caractérise la loi de X.

— Pro : La transformée de Laplace de X est analytique sur I'intervalle sur lequel elle
est bien définie.

— Ex : Processus de Galton-Watson. On utilise la transformée de Laplace de X pour
étudier la proba d’extinction en temps fini.
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